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INTRODUCTION

‘illustre HERMITE' a attiré Pattention des géomeétres sur
L une classe de polynomes trés remarquables, deﬁms &
Paide des dérivées d’ordre supérieur de la fonction e 4a olt
a est une constante positive, dont la valeur ne joue aucun
role essentiel pour la nature des polynomes en question.

Soit généralement
ey Die t — %L-!@_%Hn(x, a, a>0,
HErmITE a étudié le cas particulier ¢ = § et démontré les pro-
priétés suivantes trés remarquables des polynomes H,(x, a).

En premier lieu, soit » un positif entier quelconque, 1’équa-
tion algébrique du degré n par rapport & x:

(2) Ho(z, @) =0
a toutes ses racines réelles et inégales, ce qui est une con-
séquence immédiate de la formule (1); cependant HEeruITE
indique le résultat beaucoup plus intéressant, que la suite de
StUrM et la suite de NEwToON qui correspondent & I’équation
algébrique (2) deviennent identiques.

C’est précisément cette propriété des H, (z,a) qui s expnme
d’un autre point de vue dans le résultat intéressant que nous
avons trouvé dans le paragraphe 6 du Mémoire présent.

En second lieu, HeErMITE a démontré les deux formules
intégrales

+oo g
(3) g 4aHn(.Q?, a)H,(z, a)dx =0, n¥Fp,

o oo

* Comptes rendus, t. 58, p. 94100 ; 1864.
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Supposons maintenant convergent le développement en
série de polynomes d’HerMiTE
(5) f(x) - j‘ioHo (xs a) —l""AlIJl (.’L', (_Z) —I_ A2H2 (.’E, CZ) + M

et supposons ensuite qu’il soit intégrable terme & terme de

ZT==—o00 & & =00, aprés étre multiplié par e—%;, il résulte
. > 21/ Ay e pte g
© Qe Ve % 1., a) fa) s,

détermination qui est analogue & celle ‘connue pour les coef-
ficients d’une série de FouUriER.
C’est-a-dire que les fonctions

a?

{7 e saH,(x, a)
forment, conformément & la terminologie de la théorie des
équations intégrales, un systéme de fonctions orthogonales.

Cette propriété des polynomes d’HERMITE est trés intér-
essante, parce que, abstraction faite des fonetions trigono-
métriques cos nx et sin nr, on a connu antérieurement, que
je sache, seulement trois systémes de fonctions orthogonales,
savoir:

1) Les polynomes de Le¢EnDRE' ou les fonctions sphé-
riques de premiére espéce P"(x).

2) Les fonctions cylindriques du paramétre zéro JO(anz),
olt les @, sont les zéro positifs de la transcendante entidre
Jo(x).r

3) Les polynomes g,(z) d’ABEL®, définis d’aprés HALPHEN*
par la formule
® LD e) — (@)
dans ce cas les fonetions

1 Histoire de I'Académie des Sciences (Paris) 1782, p. 163.

2 Fourieh: Théorie analytique dela chaleur, chap. VI ; Paris 1822.
3 (Buvres, t. 1T, p. 284

* Comptes rendus, 1. 94, p. 629—631; 1882,
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(9) ¢ 2 gul)
forment un systeme de fonctions orthogonales.

Quinze ans aprés la publication de la note d’HERMITE,
feu M. Gram !, dans ses belles recherches sur les développe-
ments en séries obtenus & l'aide de la méthode des moindres
carrés, a retrouvé les deux systémes de fonctions ortho-
gonales (8) et (9).

En méme temps LAGUERRE® et M. APPELL?® ont touché les
polynomes d’HerMiTE sans pénétrer assez profondément dans
la nature de ces fonctions intéressantes, tandis quHarpHEN*
a essayé de donner une théorie des séries de la forme (5),
théorie qui ne me semble pas rigoureuse.

Plus tard deux géometres anglais, MM. Wairraxer?® et
Cunrzon®, ont étudié les fonctions orthogonales (7) sans trouver
des propriétés essentielles des polynomes d’HerMITE.

Dans sa Thése du doctorat, M WERA MYLLER-LEBEDEFFR’
a étudié la série (B), au point de vue de la théorie des équa-
tions intégrales, et trouvé une condition suffisante qui doit
étre remplie par la fonction f(x), de sorte que la série en
question soit convergente sur Paxe réelle de 2 — —ow &
x = }oo. .

Or, la nature analytique des séries en question étant
parfaitement inconnue, la valeur de ce résultat doit étre
désignée comme assez domteuse, & cause de la possibilité trés

1 Qm Rekkeudviklinger, bestemte ved de mindste Kvadraters
Methode {Thése du doctorat), Copenhague 1879; Journal de Crelle,
t. 94, p..41—73; 1883. (Voir pp. 54—55, 71—73.)

? Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, p, 12—16;
1879. (Euvres, . I, p. 416—419.

¢ Annales de 'Ecole Normale (2) t. 9, p. 119—145; 1880. (Voir
p. 124—129.) )

4 Darboux Bulletin (2) t. 5, p. 462—488; 1881.

3 London Mathematical Society, Proceedings, t. 35, p. 417—427;
1903.

s Loe. cit. (2) ¢, 12, p. 236—269; 1913.
7 Mathematische Annalen, t. 64, p. 388—416; 1907.
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voisine que ces séries sont de la méme nature que celles
studiées dans les paragraphes 3, 4 et 5 du présent Mémoire,
savoir que les séries sont convergentes dans tout le plan des
z, pourvu qu’elles solent convergentes pour une valeur guel-
conque de la variable .

Il saute aux yeux que la théorie des équations intégrales
ne donne aucun moyen pour répondre & la question susdite
parce qu’elle est bornée & ’étude de la série en question pour
des valeurs réelles de la variable et & la détermination des
coefficients & ’aide d’une expression intégrale analogue & (6).

Cela posé, on se rappelle involontairement la remarque
de M. KwESER; ’éminent géométre allemand dit, en effet:?

»Man wird also sagen diirfen, dass zwar fir die Lehre
von der Darstellung willkiirlicher Funktionen die Integral-
gleichungen ein méchtiges Hilfsmittel bieten, dass aber
die tiefsten Geheimnisse nicht aus den geltenden Integral-
gleichungen, sondern nach wie vor aus den Differential-
gleichungen goschépft werden miissen.« '

" J'ignore si les séries de polynomes d’Hermire possédent la
propriété susdite paree que je n’ai pas réussi i pénétrer les
difficultés considérables, cependant je me réserve de revenir
4 celte question dans un second Mémoire.

Quant aux résultats obtenus dans le Mémoire présent,
nous nous hornerons i indiquer seulement qu’il existe une
certaine analogie entre les polynomes d’HrrmiTe et les fone-
tiong sphériques P"(z).

En effet, le polynome H,{z, ¢) est intégrale particulitre
d’une équation différentielle homogéne et linéaire du’ second
ordre, équation qui est satisfaite aussi par une fonction
transcendarite k,(x, ) qui se présente sous la forme

SES Y =
(10} 7u(z, @) = Hp(z, a)g c4adxfquz_1 (z,@)ess, n>1,

L]

I Rendiconti del Cirecolo Matematico di Palermo, t. 87, p. 197; 1914
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olt Gp(x,a) est un polynome entier du degré m par rap-
port & . '

Nous désignons comme fonctions d’HErRMITE de seconde
espéce les trancendantes entitres h,(z,a), et il saute aux
yeux que la formule (10) est trés analogue & la formule de
Gauss pour la fonction sphérique générale de seconde espéce.

D’un autre cdté il existe une différence essentielle entre
les polynomes d’HermiTE et les fonctions sphériques.

En effet, cherchons un développement de la forme

A
(11) — n; Koy, a) o (2, 2
analogue & celle de la théorie des fonctions sphériques, savoir
(12) :

— Z 0") P"(@),

n=

y—x
les coefficients K,(y,a) se présentent sous forme de séries
divergentes; néanimoins I'intégrale qui correspond & (6) existe
et admet comme série asymptotique la série divergente
susdite. »

Remarquons encore en passant que, dans les derniéres
années, plusieurs géomédtres, notarament l'eminent astronome
suédois M. Cmaruier, développent une fonction quelconque
en série de la forme (H), séries dont les premiers termes
donnent une approximation pratique de f(x).

Il me semble trés remarquable que ces séries, d’une
nature si ardue et inaccessible, possédent une telle propriété
pratique, cependant j’espere revenir & cetie question dans
un second Mémoire sur les polynomes d'HERMITE.

Copenhague, le 19 octobre 1917.

NieLs NIELSEN.



CHAPITRE L

_Sur les suites harmoniques.

§ 1. Définition et propriétés fondamentales.
Dans ce qui suit nous avons 3 étudier une suite infinie
de polynomes entiers

(1) fo(#), (@), fe(@)s - -5 ful2),s
assujettis & satisfaire aux deux conditions suivantes:

1° f.(x) est toujours, quel que soit I'indice n, du degré n
par rapport 4 z.

2° Soit n > 1, nous aurons constamment

(2) fu(@) = fua(@).
Cela posé, je dig qu’il existe une suite infinie -
(3) Qs Gy G2y -y Qny ooy Ao F 0,

telle que nous aurons, pour une valeur quelcongue de 1'in-

dice n,
§=n

as s
4 fa(z) = E -
| e (n—s)!
En effet, le polynome f,(x) se présente toujours dans la
forme

fn(w) _Z (a:lf:)] ?

ce qui donnera, en vertu de (2),

§=n—1 1
@ pR—s—
fa(@) = faa (@) = 2 2
s

< (n—s D)

d’ott Immeédiatement
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Up, s = Uy—1, 5, Oisin——l.

Soit ensuite s un indice quelconque, nous aurons par

conséquent
Up,s == Q1,5 = s, N8,
ce qui donnera précisément Dexpression générale (4).

Inversement, il est évident que les polynomes définis par
’expression générale (4) satisfont aux deux conditions susdites.

Dans ce qui suit nous disons pour abréger que la suite
(1) est une suite harmonique, dont la base est la suite (3),
ce que nous désignons par le symbole [a,, f,(2)]. De plus,
nous désignons simplement par [a,] la base (3). Ces défini-
tions adoptées, nous avons tout d’abord & développer quel-
ques propriétés fondamentales des suites harmoniques, pro-
priétés qui nous sont indispénsables dans nos recherches
suivantes.

L Soient [a,, fa(x)] et [by, ¢a(2)] deux suites har-
moniques quelconques, il existe une suite ordi-
naire
(B) G0y 01y 02y « o s Opy o ensy
de sorte que nous ‘aurons pour une valeur quel-
conque de n

(6) ¢a(@) = a0fo(@) -+t fumr (@) .+ oot f1(2) - atufo(). -
En effet, fu(x) et ¢n(x) étant toujours précisément du

dégré n, il existe une identité de la forme

(7) 907"-('77) = ﬁn,o,fh(x) “+ B, tfat (x) + oo B, %f'n(m),

ou les @, ; sont des constantes. Introduisons ensuite, dans

(7), les expressions obtenues pour ¢,(z) et les f,_, (x), nous

aurons en égalant les coefficients des mémes pnissances de

z qui figurent aux deux membres de (7)

(8) by = Fn,08s+ P 1851+ ..+ P s0 ,

o 1l faut supposer 0 <s<n.

Cela posé, désignons par s un nombre fixe quelconque,
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aurons successivement, en introduisant dans (8)
0,12, ..., s—1
% la place de s
Ans=— Bss—uas, RS
II. Soient [aa, fa(x)] et [bs, ¢u(z)] deux suites har-
moniques quelconques, 'expression

9 An = 2 (=1 fus (2} 95 ()

s=20
a toujours une valeur constante, tandis que les
polynomes

(10 0(@) = 5+ D Teel@) @)

forment une nouvelle suite harmonique.
Etudions tout d’abord Pexpression. A,, nous aurons en
différentiant par rapport & z

A= D Y e a@ )+ D ) s @) i (@) = 0

c'est-d-dire que 4, a’ une valeur constante. Soit =0, i

résulte
S$=n

1y Ap = E (—1) an—s bs.
s=0
Quant au polynome @,(z) défini par [expression (10),
nous aurons de méme '

(12) @)= 0@, nzl,

de sorte que les @,(r) forment une suite harmonique; 801t
[én] la base correspondante, il .vésulte, en vertu de (10),

s=n

1
o

s=0
Comme une conséquence immédiate de la définition des
suites harmoniques, nous aurons la proposition suivante:

(13) oy = @W(O) = Up—s by
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11I. Soit [a,, f.(2)] une suite harmonique gquel-
conque, la formule de Taylor se présente sous la
forme

49 falo+h) — @)+ foa @ s @)+t (),

11 est bien connu que M. Apprrr! a étudié, le premier,
d’un point de vue systématique, les suites harmoniques.
En effet, soit (1) une suite harmonique conformément
A notre définition, pnis supposons pour tous les n
| Fu(®) = n! fu(®),
Pillustre géométre francais ¢tudie la suite
Fo(z), Fi(z), Falz), ..., Fu(l), ...,
dont les éléments satisfont & la condition générale
Fo(z) = nF, 1 (x).
Or, mes recherches sur les ionctions de BErNourLii mon-

trent clairement l'avantage de la modification de notre dé-
finition. des suites harmoniques.

§ 2. Sur une formule de M. Appel.
Supposons maintenant que la base [a,] de la suite har-
monique [a,, f(2)] soit telle que la série de puissances
(1) pla) = aotara+aea®+ ... Fapa®+ ...

ait le rayon de convergence p, puis multiplions (1) par la
série de puissances toujours convergente

ar | a’x? an g
< or I i L.
(2) et = It qpt g e T

il résulte
(3) ¢la)e?® = fo(2) + filw)a - fol@) o’ + ...+ fulw) o + ..
et il est évident que les deux séries de puissances qui figu-

rent aux seconds membres de (1) et (3) sont en méme temps
convergentes ou non, quelle que soit la variable z.

* Annales de I"Bcole Normale (2) t. IX, p 119—145; 1880.
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La formule (3) est due & M. AppmLL.?'
Les deux séries de puissances (1) et (3) avant le méme
rayon de convergence, nous aurons par conséquent

Var Vi) =L
a | f (:v)‘ -

4 lim sup

= o

= lim sup

1=
quelle que soit la variable z.

Soit tout d’abord p un nombre fini plus grand que zéro,
nous avons & étudier la série infinie

(B)  Aofo(®) + Arfi(®) + Asfolz) + .. .+ Aufalz) + .. .,
ol les coefficients 4, sont indépendants de x.

A cette effet, posons ‘
(6) : Hm sup 1774—1

N = o0

= g,

nous aurons le théoréme suivant:

I. Soit o < p, la série (D) est absolument
convergente pour une valeur quelconque de la
variable =z

En effet, posons

o= p—47,
ot 7 est une quantité positive, il existe un positif entier
N, tel que nous aurons constamment

lm )

VA, < p—28, n=DN,.

De plus, il existe un autre positif entier N,, tel que
nous aurons constamment

Vi@ =

ce qui donnera

VAL@| = £=5, n=N,

p—0 "

ol IV est le plus grand des nombres V, et NV, ; ¢’est-a-dire
que la série (5) est absolument convergente, quelle que soit
la variable z. '

1 loe. cit. p. 120.
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Soit, au contraire, ¢ > p, nous verrons de méme que la
série (D) n’est pas convergente, abstraction faite de certaines
valeurs spéciales de x peut-8tre.

Enfin, soit ¢ = p, la nature de la série (5) est trds
différente, nous le verrons clairement dans les paragraphes
suivants, .

Etudions maintenant le cas extréme p — oo, il est évi-
dent que la série (D) est absolument convergente pour une
valeur quelconque de 2, pourvu que ¢ ait une valeur finie,
tandis que ¢ — o exige des recherches ultérieures.

Quant au second cas extréme p — 0, les deux séries de
pussances (1) et (3) ne sont convergentes que pour a = 0;
néanmoins la suite harmonique correspondante [a, fu(z)]

existe, et la convergence de la série (D) exige nécessaire-
- ment ¢ = 0.

§ 3. Etude d’un cas spécial.

Dans ce qui suit nous supposons .que le rayon de con-
vergence p soit un nombre positif fini, et nous avons- &
étudier le cas spécial, ol les éléments a, de la base [a,]
satisfont & la condition

(1 lim (" a,) = 1.

n=uw

Posons ensuite pour tous le n
. 1
(2) Ay = ,0_”(1+ )

nous supposons de plus que la ‘série infinie Xd, soil
absolument convergente et que nous ayons constamment
{Ons1] = [0l

Cela posé, la définition de f,(z) donnera immédiatement

orha) = (10) (a0 P+ (140),

ou, ce qui est la méme chose,
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P fal) = ev® Z 2 Z(m

s=mn+1
Posons maintenant pour abréger
(3) P fulz) = ef* -8, (x)
nous aurons par conséquent
§= w0 s==9
|5 x

@ s DI 3ol

§=wn-}1 ) s§=0

Quant & la premitre des sommes qui ﬁgurent au second
membre de (4), supposons
| nt1> |pz|,
il résulte :

§= o0

}p_x[j - [/Oxlﬂ—l”lﬁ |pxl lpz|?
Peeyrrd s! =~ (n+1)! ( _'_n—l—l <n+1)2‘[—...) ,

ce qui donnera immédiatement

i Nleals _ lpslv 1

0 < .

(%) = s! n! n++1—|px|
Supposons particuliérement

(6) lz] < K,

olt K est un nombre positif arbitrairement grand, nous au-
rons de méme

pheabc g K~n+1 1
lez* . (oK)

) s! n! 'n+1——pK’

s=n+1
ol il faut supposer naturellement
n41> oK.
Quant & la seconde des sommes qui ﬁgureh‘t au second

membre de (4), nous posons comme ordinairement

n n—I1
TR M Ty
selon que n est pair ou impair; de plis, désignons par g la
limite supérieure des |J;|, nous aurons
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s=n
E ip$| Ian—s| ( lon ml C.OWI L_g E IP.’,E' .
§=0 . s=m-+1
Supposons ensuite
m--1 = {px!,

nous aurons par conséquent

8=n

E ozl o glpm|mtt 1
(8)320 |6n si<|6\n ml e‘o + m' m+1_lpx|7

tandis que la_condition (6) donpera

L@L oE g( K)m—l-l. 1
(9)2 L L R ) Ry &

ou il faut supposer naturellement
m-+1> oK,

Cela posé, nous aurons, en vertu de (4), (5) et (8)

o lpmlrb—l—l g_1__1
(10) |0n($)[ << [On m[ e ! | m! m—i—l—]pxi ?

tandis que la condition (6) donnera de méme

. B (pE)™ g1
L ey et i ey &

c’est-a-dire que la série infinie 3'8,(x) est absolument con-
vergente, quelle que soit la variable z, et uniformément
convergente, pourvu que |z| = K.

Ces résultats obtenus il est facile de démontrer le théo-
réme suivant:

I. La condition nécessaire et suffisante pour
la convergence de la série infinie

(12) F(@) = Aofol@) + A1f2(%) + Asfo(@) + ... + Anfal(2) ...

est que la série & termes constantes

N = 0

(13) | A

2

n=0 P
soit convergente. Dans ce cas la série en question
est convergente, quelle que soit la variable z, et
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uniformément convergente, pourvu que [z| < K;
c’est-d-dire que F(z) est une transcendante entiére,

En effet, supposons tout d’abord convergente la série (13),
mnous aurons, en vertu de (3),

(19 D Aufule) — ern. DAy D as )
: n=0 n=0 ‘0 n=20 ‘0

Or, nous aurons, en vertu de la convergence de (13),
(15) ]im—{lf = 0;
p

il est évident que les deux séries qui figurent au second
membre de (14) sont convergentes, quelle que soit la variable
x, et uniformément convergentes, pourvu que |z| < K; c’est-
d-dire que la série qui figure au premier membre de (14) a
les mémes propriéteés.

Inversement, supposons convergente la série (12), nous
trouvons nécessairement la condition (15), parce que

lim (o#fu(z)) = e/* = 0

n=uw
c’est-a-dire que la seconde série qui figure au second membre
(14) est convergente quelle que soit x, et uniformément
convergente, pourvu que |x| < K, ce qui exige la conver-
gence de la série (13).

Cela posé, il est evident que le théortme précédent don-
nera immédiatement cet autre:

II. Supposons qu’il existe une valeur quelcon-
que z, telle que la série (12) est convergente pour
x=1,, cette méme série est convergente, quelle
que soit 1a variable # et uniformément conver-
gente, pourvu que [z| < K; c’est-a-dire que F(z)
est une transcendante entiére.

Prenons maintenant pour point de départ la série de
puissances toujours convergente, obtenue pour F(z), savoir

(16) F(x)=_cg+clm+ézm9—i—...—‘Lcnx”qL...,

un théoréme trés connu de WEIERSTRASS donnera
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Angy | Aniia Apioa
_ | Ant1ln ntede
(17) Ch Al T -+ a1 L.

Soit par exemple, quel que soit n,

. =1,
savolr .
zn xn——l T

nous aurons .
(19) - 10=17 311:01

et la série de puissances de M. ApPELL deviendra.

: e o nSw 7 .

(20) 1—u “ — fn(x)ﬂ H la]<1,

ou, ce qui est la méme chose

@1) on = > (e fle), el <1,
n=0

de sorte que nous aurons de méme

(22)  cosax ZZ(_l)ﬂ(am]cZn(x) 4 aZﬂ-+2f2n+2<x)) ,
@) snas = > (DP(fan (@) — fanla)) 41,

o il faut supposer également |a| <C 1.
Dans ce cas la formule (17) donnera

(24) nle, = Ay +Ap+Anee+ . .0,
savoir
(25) Ay =nle,—(n+D!leprr s

¢’est-a-dire que le théoréme I donnera ici:

III. La condition nécessaire et suffisante qui
doit &§tre remplie par la transcendante entidre (16)
développable en série de la forme
(26) F(@) = Aofo(®) + A1fi(@) + ... T Aufalz) -+ ...

Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. I, ¢. 2
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est que ‘

(27) nle,

ait une valeur limite finie, le cas sp écial
k

(28) . . Cn = m )

ol £k est une constante, exclu.
r

Soit par exemple

(29) P —

n=10

n=a

" 1
n! vin’

nous aurons, en vertu de (25),
) n=o ]‘n(x)
(30) F(a) Z(u v

n=

Remarquons en passant que le polynome f,(x) est inté-
grale particuliere de ’équation différentielle homogéne et
linéaire du second ordre '

(81) wy' —(e+n)y +ny =0,

qui admet, comme autre intégrale particuliére, la [onction e®.

§ 4. Application sur les fonctions de Bernoulli.

s

4 étudier la suite
harmonique formée des fonctions de BErwovLLI

i Bo(x) =

By (z) = x—}—%

Comme seconde application nous avons

IA

(1) %
Zn 1 g1 (——1)3*13 an—2s
] Ba(w) = it g (n-——l)'+Z @s)I(n—29)1 °

olt les B; sont les nombres de BERNOULLI, suite harmonique
qui est définie par les équations aux différences finies

@ B@)—Be- D) — g, nzl,

de sorte que la formule (14) du paragraphe 1 donnera
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" B,(z) B._i(z) |

. E _ _ ; 0 (—1)“ Bo (.’E)
(3) a1l 2 T Ty
Dans ce cas la série de puissances de M. Apprir deviendra
o eos N
4 Py =% By (w) o,

de sorte que nous aurons
(5) p = 2m.
Or, la formule d’Evier

@m)B, 1 4 1,01
emiz T imTam T gt
nous conduira & poser
(27‘)2”3 - N

ce qui donnera
‘ 1 1
0’1:22am+—3#+4_+"'a

et nous trouvons évidemment
[5)

o &

I < gm Ty T Tiem T
savoir

@ N 1 1

nS a1 ] = S@—t

c’est-a-dire que la série infinie 28, 4 termes positifs est
c.onvergen'te, et que nous aurons de plus éy11 << Sy

Cela posé, étudions tout d’abord la fonction Bgn(x)
nous aurons, en vertu de (6),

— 11 (972
=1 21( 2J) « By (1) —
8 =n—1
(—1y(2rx)* s o (Iyw @rrpt (=1 (e
*Z (28)‘ (14d—s) 2 (Qn—l)!_ 2 @n)!

ce qui nous conduira & poser généralement

(—1Yn—1(97)2n
(8) #) » Bou(x) = cos 2nz -+ Sau(2),

9%
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ot il faut admettre

s=mn—L

N (lpa@rap et (e
62’)1(33\ Z (25\' — n—s “Zzn_]ﬂ ) - (27@)‘ 2 -3

supposons ensuite
2|zl < n,

nous aurons par conséqupnt
§ )27'.70' ’ m- [ 2rz Pl 2. el2nol
!621%(1")[ . = n—s“l" (2)@*1)' _I" (27?,)’ .
Ces réductions faites, les définitions de m et g appliquées
dans la formule (8) du paragraphe 3 donnent ici l’inégalité

|27 9; x]‘zm [2n~—1
2ma) | gte |27
(9) [02u(®)] << Gum-e %9m— | 2nz) (gm__.Dl }_ (2;1_1\' ;

soit ensuite

(10) lz] < K,
‘ nous aurons de méme
- . o2TK g+t e’k , _(2”!‘ e E(Q”K)ﬁ
() 1@ = G ™ g K i1 T (o DT

Quant aux fonctions By.,q(z), posons

‘ —— 1 2 2n+1
(12) g‘ 1)‘2() *Bapia(x) = sin 212 + donsa (),
nous aurons
SZ% (— 1y (2rzy +1 (—Lpx(@rafn  (—1p@z)stt’
(13) 6”’”1(‘” @511 9 Gml2  — @ninre,

de sorte que nous trouvons dans ce cas

n gtel®mel  [2mpPml gl j2rgiee
T +1—12zz] " (@m)! (2n)!

et, pourvu que la condition (10) soit remplie,

(14) e 11(®@)] < By - €127

o pl2nkK P 2m+1 7(2r Ken
- g-te ( zK) =(2n )i
0 1@ < G & ok gt )]

Cela posé, il est évident que la convergence de la série
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(16) F(x) — AoBo(@) -+ A1 By(z) - AsBo(@)+ .. . & AuBu(@) . ..

exige la convergence de ces deux séries 4 termes constants

' Ni=rdn N
(17 e 2 (@t
n=0 == 0
condition qui est & la fois nécessaire et suffisante. Dans ce
cas la série (16) est convergente, quelle que soit la variable
z, et uniformément convergente, pourvu que |z| < K; ¢ esL-
a-dire que [F () est une transcendante entiére.

De plus, le théoréme II du paragraphe 3 donnera ici:

I. Supposons qu’il existe un nombre x;, —ﬁ— L
olt p est un entier quelconque, tel que la série (16)
soit convergente pour z =2, cette méme série
est convergente, quelle que soit la variable z, et
uniformément convergente, pourvu que |z] < K;
c’est-a-dire que F{x) est une transcendante en-
tiére.

Posons

{(18) Fx) = -+ ax+ 621;2’-} Y s I

nous aurons, en vertu de {16),
. S 1Y B,
(19) n!cn = A == 2 n 41 + ( (28))’ Aq’;+2§.

Prenons maintenant pour point de départ la transcendante
entiére F(x) définie par la série de puissances (18), puis appli-
quons la formule (3), il résulte

(20) F(@) —Z(n'cn 0( (13) f;)—;(”)>.

Cela posé, supposons convergentes les deux séries &
termes constants

1 Savoir les zéros des deux fonctions cos 27z et sin 271:0 les va-
leurs limites de Ban(z) et de Ban—1 () respectivement.
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=

1) e N 112 1) s
o STeen - S,

n=0 =0
puis ordonnons formellement d’aprds les B,(z) la série a

double entrée qui figure au second membre de (20); je dis,
que le coefficient A, de B,(x), savoir

(22) A, :Z(—D“’én _;Fls))!! ks

est une série convergente, quel que soit n.
En effet, nous aurons évidemment

W Zs=w(:g>s(n+s)! Care | (2
” ey (2 ynte (s+1)t°

et il saute aux yeux que la série A4, est absolument con-
vergente, parce que le premier facteur qui figure sous le

signe sommatoire a la valeur limite zéro.
Cela posé, il est évident que la somme finie
)

(23) Sp = AoBo(x) + A1 By (z) + . .. + 4. B.(2)

a un sens quel que soit lindice n; de plus, il saute aux
yeux que l'expression
F(@)~s,

ne contient que des fonclions de Brrvourii, dont lindice
est plus grand que n.
Posons ensuite, conformément aux formules (8) et (12),

(_1)/.,71(22,?)»1@8,”(%) — (@) + u(z),

(1)t (21 B (2)
2

= ¢(z) + Oms1(2) ,

les deux fonctions ¢(z) et ¢(z) ne sont autre chose que
cos 2rz et sin 2rx ou inversement.
Posons encore
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§ == m—n—1

(1A By () (2)"
(s+1)12 ’

um=

§=0

(—1mm! ey 2
(2my™ ’

Uy =

il est évident que les deux séries infinies

8 =G s§=®
2 O+ 25 , . S !um+2s“ um+2.s—l—1|
§=0 s=10

sont convergentes quel que soit z, et que la dernitre de ces
séries est uniformément convergente, pourvu que |z| < K.

Cela posé, 1l résulte, en vertu d’un théoréme bien connu,
que. la série

§=w

(24) B — > amistinss

§=0
est convergente, quelle que soit la variable z, et uniformé-
ment convergente, pourvu que |z} <X K. De plus, la con-
vergence des séries (21) donnera la valeur limite

(25) : lim R,, = 0.
Or, nous aurons, en vertu des formules (20), (23) et (24),

F(x) = &+ Runn + Rasz

ce qui donnera le théoréme suivant:
1I. Supposons que la transcendante entiére

(26) F(@) = co+azr+tced® 4+ ... ez +...

ne soit pas périodique avec la période additive +1,
puis supposons que les deux séries (21), formées
des coefficients ¢,, solent convergentes, la fone-
tion F(z) est développable en série de la forme

(27) F(.’I?) = AOBO(x> JI_ AlBl(x)+ e + A,,,B,ACU)—‘— sey

ol les coefficients 4, sont définis par la formule
(22). La série de fonctions de BERNOULLI ainsi ob-
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tenue est convergente quelle que soitla variable =z,
et uniformément convergente pourvu que |z| < K.

Prenons maintenant pour point de départ la formule (27),
il résulte, en vertu de la formule (2),

08  F@—Fe—) =
o=

de sorte que tous les coefficients 4, s'évanouissent dans le

cas spécial ol F(z) est une fonction périodique avec la
période additive 4-1.

§ 5. Applications sur les fonctions d’Euler.

Revenons & la formule

- (=1y"By(x)(2x)"
@ B @C o)+ oo,
nous aurons par conséquent
(2) ] Sﬁzm(x) = (CO0S 27).‘.’,12', §£2m+1($) = §in 27{@',

ce qui donnera
om(z—1) = om(2)
¢m (x~—]2) = — ¢u(2)
gn(—2—1) = (=1)"gn(7),
tandis que nous aurons de méme
| (=1 Bu(—z—1) — Bu(2).
Cela posé, il résulte, en vertu de la formule (1),
@ (—L)rom(—z—1) — dn(a),

tandis que I’équation aux différences finies (2) du paragraphe
4 donnera
(—1Ymz 2rzym—1
— —1) = T nZA
¢’est-a-dire que la transcendante entidre d,,(z) a des propriétés
fondamentales analogues & celles de By(x).
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'App]iquons ensuite la formule
{ =‘ m—1 [ £ i xﬁl))
Bulz) = 2 (Bm(z)—erz( 5 ,

il résulte, en vertu de (1),
O @@ — 23 (o) 4 a(75).

Seit ensuite En(z) la fonction d’Evurer, nous aurons
quel que soit l'indice m

. En(x) = 2m(BmH (%) — By (%1)) )

ce qui donnera, en vertu de (1),

formule qui nous permet d’étudier les développements en
séries de fonctions d’EULER.

On wvoit que Détude de ces séries est parfaitement
identique & notre étude sur les séries de fonctions de
BernoULLI et que les résultats obtenus sont analogues aux
précédents.




CHAPITRE II.

Les polynomes d’Hermite.

§ 6. Définition des polynomes d’Hermite.

Apres cette digression sur les suites harmoniques nous

N

avons & résoudre le probléme suivant :

Déterminons trois suites infinies

Ay @1 Ao Az ... Ay « ...
ag A3 «... Op .o
Bo Bs oo B

de sorte que les éléments de la suite harmonique
[@, f(x)] satisfont & la condition

) (@) = an®fn1(2) + Pafuslx), n=2.

Remarquons tout d’abord que 'équation fonctionnelle (1)
est une relation homogéne et linéaire dans les a,, nous pour-
rons attribuer & ¢, une valeur convenable sans restreindre
la généralité de la solution de I’équation fonctionnelle en
question; nous posons par conséquant

©) @y = 1.

Ces remarques faites, introduisons dans (1) les expressions
obtenues pour

fr (@), fua (CC) s Jo—2 (x),
nous aurons, en égalant les coefficients de la puissance a»
qui figure aux deux membres de (1),

1 On

nl  (n—D)1
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ce qui donnera
(3 Op == —7

d’oll, en égalant les coelficients de la puissance z*1,

@, an Q1

n—1)1 — (n—2)1"

savoir
(4) a4, — 0.

Soit ensuite 2 < p < n—1, nous trouvons généralement,
en étudiant les coefficients de la puissance 2",

n

p — Ly, A + ﬁn ap—2
(n—p)t  (p—p—I " (n—p)!~’
ce qui donnera, en vertu de (3),
(5) p% = -ﬂn Up—2 , 2 é 14 é n—1.

Etudions - tout d’abord le cas p = 2, 1l résulte

2a
o=
d’oll en posant .
(6) . @y = — &,
ol ¢ est un nombre complexe quelconque, différent de zéro,
2a |
@ o =22

Appliquons ensuite la formule (4), nous aurons successive-
ment le résultat général
(8) Uop41 = 0.
Cela posé, introduisons, dans (5), 2p au lieu de p, la
formule en question déviendra
a

— a2,

D

Qap

ce qui dounera généralement
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) —1\rgr
(9) Aoy = W( p)!
de sorte que I’élément général de la suite harmonique cher-
chée se présente sous la forme

<3
) ’ . (—})5 as x":2i
(10) M, a) ‘Z‘O Cstn—29)

ce qui est précisément une généralisation des polynomes
remarquables, étudiés pour la premiére fois par HERMITE.

Il est trés intéressant, ce me semble, qu’il n’existe aucune
autre suite harmonique Que celle formée des polynomes
d’HeErMITE, dont les éléments satisfont & une .équation fonc-
tionnelle de la forme (1), ol les a, et les &, sont indépen-
dants de x. De plus, il est intéressant, ce me semble, que
la seule équation fonctionnelle de cette forme deviendra

»

A1) nHu(z, @) — 2Hus (2, @) — 20 Hy o(2, d).

Les premiers des polynomes H, (z. @) deviennent

Hy(z,0) = 1
H (z,0) = =z

P
H,(z,0) = 5 — a

Ha(x: a’) ==

9
xf&
©
, zt ax®
Hiwma) = gy =5 g
xD

9
8 axt  ax?  a®
Homa) =g =9+~ ¢

Remarquons que la définition des polynomes d’HERMITE
donnera immédiatement les identités

z 1 1
9 =) = .
(12) H, (2@’ 4a) (QQ)MH”(SU, a-



Recherches sur les polynomes d’Hermite. 29

(13) Hy(@Va,a) = azHyz, 1),

il saute aux yeux que la variable ¢ ne joue aucun réle
essentiel dans les polynomes d’HerMITE. Néanmoins, I'intro-
duction de ce paramétre quelconque rend beaucoup plus
flexibles les fonctions H,(z, @), nous le verrons bientdt.

Remarquons maintenant que les H,(z,a) forment une
suite harmonique, considérées comme fonctions de z, nous
aurons la série de TavLOR

s§=n
. 8

(14) Hn(xlkh, a) =

EH,Z_S (z, @),
§=0
ce qui donnera pour A= —uz
(15) (___ )nan § 7( 1) & Hons (%, @),
: s=2n:|7—1 1
(16) 0 ::2 %Hz,z_sﬂ(x 2.
§=0 )

De plus, I'identité évidente
{17 D,Hy (2, 0) = — Hys(w, a)

donnera cet autre developpement analogue a (14)

<_
=7 s
(18) Hn (ZE, (I,—!,— h) 2 L#Hn—% (ZL', a)a
s=0 i
d’oll, en supposant A= —gq
(19) }{‘— = E — M, s (z, @).
§=0

L’application du théortme Il du paragraphe 1 est évi-
dente; nous aurons immédiatement
§=2n-+1

(20) A2n+1 =Z(“1)8I12n—s+1 (.’L', Cl) .Hs(ﬂ?, b) == () 5

s=0
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s=2n
—1py b
(21) Az = Z (—1y Haus(z, @) Ha(z, b) = (*’f(ﬁ—)
s=0 .
Quant & la suite harmonique, dont 1’élément général est
le polynome

. =7
([)n(%) = *2%' . § }In~s(x’ a)Hs (CE, b} ’

=0

la base correspondante [b,] se détermine comme suit

bZﬂ.‘—i-l =0 [
be (__1)17, (a_}_b)n
- n! 4 ’
ce qui donnera la formule curieuse
: 7
@) wH.(s ‘iij”) =D Hosm ) M b),
s=0

qui représente une formule d’addition relativement au der-
nier argument de H,(z, a).
Combinons la formule (17) et 'identité évidente
D.H, (x,0) = H, 1{x,a),

nous verrons que l’équat»ion aux dérivées partielles
l Pu | du
(23) .
admet comme intégrale particuliére le polynome d’HERMITE

(24) u = Hn(xa ’lJ) s

quel que soit l'indice n.
Dans nos recherches suivantes nous retrouvons plusieurs
fois 'équation aux dérivées partielles susdite.

§ 7. Formules récursives générales.

Il est trés intéressant, ce me semble, que les polynomes
A’HERMIRE jouent un role important dans la théorie des
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équations fonctionnelles beaucoup plus générales que celle
étudiée dans le paragraphe précédent.

En effet, il saute aux yeux que Péquation aux diffé-
rences finies par rapport & v

(1) V@, @) = 271 (z, @) — 2a7,—s(7, a)
admet, pour v égal au positif entier n, la solution
(2) - mm(x, a) = H,(z, a),

solution particulitre qui est intimément lie & la solution la
plus générale 7,(z, a).

En effet, je dis en premier lieu, que nous aurons la for-
mule générale

® (n)aeo =2 S e it

s=0D
“olt n est un positif entier quelcongue.
Remarquons tout d’abord que la formule {3) deviendra,
“pour v = 1, précisément ’équation aux différences finies (1),
que nous avons prise pour point de départ.
Quant a la conclusion de n & n-+1, multiplions par v—n
les deux membres de (3), puis appliquons Pidentité évidente

(v—n)py—n—s(%, @) = (v—1—8)p—n—s(, @) + Shv—n—s (z, ),

nous aurons, en divisant en deux parties la somme qui figure
au second membre, puis substituant dans la dernitre s

par s-+1,
. s;‘z(l —1)s s )
(;L)(‘J——n)m(x, a) = 2 ( 127!@!1)7‘[_‘,”_8(% @) (v =1 —8) Gn—s(T, €) —
§=0

S:nfl( ] (2 ‘

1) S
—9%a- E )-__,_);'—a')v Hy o1 ({E, a) Bn—s—~1 (x: d).
s=0 ) )

Appliquons ensuite la formule tirée de (1) en y substi-
tuant v—n—s au lieu de v, il résulte aprés une légere
modification
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3=n

(;’) (v—n) v (z, “) g (*1) (20,)” H, (z,a) Ny—np—s—1 (z, a) +
. s==n+1
+ (—])ss (Qa)s Hy o1 (2, @) 9y ns1 (@ @) —
g +1 ] 1
§=n—1
(= 1)3(261) :
—9%a - S -Hn—-,s-—- (x, a«)'l]y—n—s— .(xu Cl). .

Ajoutons maintenant la premidre et la dernitre des som-
mes qui figurent au second membre, I'équation fonctionnelle
des polynomes d’Hermite donnera

() 6—rm(er0) — f(—l)s(.n;!wl)(éa)s "

n n—s+41 (xz a) By—n—s—1 ('x: a)‘{“

§=0
§—=

+

8=1

n+1
(—1)Fs(2aF
sl

Hn—s~[—1 (JE, a) Ny—n—s -1 (xs (Z) s

ce qui est précisément la formule obtenue de (3) en y rem-
plagant » par n--1.

En second lieu, je dis, que nous aurons aussi la formule
générale

8=

@ HEapea = CL (B ),

sl
s=0

ol n est un positif entier quelconque.

En effet, soit n =1, nous retrouvons la formule obtenue
de (1) en y remplagant v par v4-1.

Quant & la conclusion de » & n-+1, multiplions par 7
les deux membres de (4), puis appliquons les identités

ZYy—n28(T, @) = (v—n—28+1) 7y _p901(2, @) + 20 9,—n—2s1(2, @),

il résulte aprés une légére modification de la premitre des
sommes qui figarent au second membre
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s==n o .
zH(z, )7, (x, a) *»2 ( ) (V—I;Ln_sill 1)(71—3—"1)77%@72&1(% )+

8§ =M%

(2a)y —2 , ' ‘
+20- D CL () s )

=0

Appliquons ensuite la formule obtenuerde (4) en y posant
n—1 au lieu de n, savoir

s=n—1 9 . . o
2aan1 (.CC, a) %, (fE, = 2a E ( (l) Y —l;ln_s _2;9 1 1) Ny n—25—1 (.’5, a) 4
puis soustrayons les deux formules ainsi obtenues, il résulte

(D) o (2, @) 7, (3, @) =

Ca (2 (s ) s (5,9 +

§=7

st
§=0
8;—?.2&3 | — ] _ .
5= . .

ce qui est précisément . la formule tirée de (4) en y rem-
plagant n par n—+1.

Introduisons mamtenant dans (8), v=mn-+p, o p est
un positif entier, il résulte la formule spéciale.

3 ( ) Hyyp(z, ) 2( ~1)(2a)” (2a) H/H(«’C, a)Hr;—s(f?, tl)_,l

ol il faut supposer p=>n. Les formules les plus intéressantes
qui correspondent & p=n, p=n-+1 sont évidentes.

Soit dans (4) v==p, ol p désigne un positif entier, égal
& n au moins, nous aurons la formule spéciale

§==17

(6) Hn(ill, a) Hﬂ(x‘} (1,) :2 '(2a)8 (7? +p—_ QS)H?Z—H?—-ZS (as (l) ’

S' n—s
=0

qui est précisément Iinversion de la formule (5). Les cas
Vidensk. Selsk, Math.-fysiske Medd. T, . 3
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les plus intéressants de la-formule (6) qui correspondent i
p=n, p=n-1 sont évidents. _

Dans le paragraphe 10 nous avons & étudier, d'un autre
point de vue, les deux formules spéciales (5) et (6).

§ 8. Les polynomes G, x, a).

Pour mettre en pleine lumitre la nature singuliére des
polynomes d’HERMITE, nous avons a déterminer la suite
infinie de fonctions. . oo
D) G5 @), Gz a), Ga(r,0), -, Gultia) ...,
assujetties & satisfaire & la condition -

1) Hyir (&, @) Gy (2, @) - "
@ Gul o) = PR GERLLOLR oy,

tandis que nous posons
(3) Go(z, ) = 1.

Soit particulitrement » =1, la formule (2) donnera im-
médiaternent:

@ Gio, ) — T2 t2

z
Supposons ensuite n > 2,Vpuis appliquons Pidentité
(n+1)Hypp1(z,a) = aH,(x,a)—2aH, (2, a),

il résulte, en vertu de (2),

Hy_((z,0)Grq(x, a) — (a1

(5) Gy (,’L', (Z) = 2Gn (.TC, a) —2a- I{ﬂ- (m’ a)

Or, nous aurons, en introduisant, dans (2), n—1 au
lieu de n
| Ho (2, @)Gpr(x, ) — nH, (z, @) Grzo(z, a) + (2a)*1
c’est-d-dire que la formule (5) se présente dans cette forme
élégante : o
6)  Gulx,a) = 2Gy 1(z,0) — 2naGy_z(z,a), n>2,

de sorte que nous avons démontré le théoréme suivant:
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I L’élément général G,(z,a) de la suite (1), dé-
.finie & I’aide des conditions (2) et (3), est toujours
un polynome entier du degré n par rapport a «.
Les premiers' de ces polynomes deviennent
Go(z,a) = 1
Gy (2, a) x
Ga(z,a) = 2? — 4a
Gs(z, a) — #° — 10az
Gy(z,a) = 2t — 18ax® + 8242
Gs(w, 6) — 2°—28a2° 1 1324z
Ge(x, a) = 2% — 40g2* + 3480727 — 384 4%

Soit généralement

IA
L\'J[S

(0 Ga(2, a) — 2 (—1)° atp, 0e0° a2

C §=20

la formule récursive (6) donnera immédiatement

(8) On,2s = Op—1,25 + 2Nan-g 99, §>1,

©)) . mo = 1;

c’est-d-dire que les coefficients humériques an,2s sont des
positifs entiers. '

On trouvera par exemple
w oz = (1) (2 +2),

(11) A2p, 2n =— 7?.! 2271'

Etudions maintenant la généralisation suivante de I'équa-
tion fonctionelle (6) _ ’
(12) gu(xa a’) = mg,/_l(:r;, a)_gya’gy~2($3 l],),
ot v est une variable complexe quelconque, le procédé que

nous venons d’appliquer dans le paragraphe préeédent don-
nera ici les formules générales

S=n

a8 g = > 0 (T Cor B g0,

$§=0

B
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§=n

M)%@@(MD‘Z(U”+1£@ﬁM%@@

Soit maintenant v égal au positif ent1er D, DOUs aurons
les deux formules spéciales

8=

(15) ﬁjl Grin(2, @) :27(%1):»’ (p ;I—l) (2aY H—s(z, ) Gp—s(7, a} ,
(16) H,(z, a,)Gp(x a) =Z(P +]) (2&)8)' Gw—zs (, a),

ot 1l faut supposer p > n.

Les formules les plus simples de ce genre, obtenues en
posant p=—n, p = n--1, sont évidentes.

Remarquons en passant que les fonctions g,(z, a) et 5 (=, ),
définies par les deux équations aux différences finies (12) et
(1) du paragraphe 7 sont liées par la relation 7

o (6 g (@) + (20
1) g — o

Dans le paragraphe 16 nous avons i retrouver les poly-
nomes Gy(z,a), d’un point de vue entidrement différent -
du précédent.

§ 9. Sur deux classes d’équationé algébriques.

Revenons maintenant & la définition des polynomes
d’HERMITE, savoir

l Dd-Hw(x, (,'Z) = Hn—1($7a)a ni:l’

5 o
W nHz,0) = cHo y(2,0) —2anH, o(%a), n>2,
Hi{z,0) = =z, h .
® | -
Hy(z,0) = 1

nous aurons Immédiatement le théoréme suivant:
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I. Soit a0, et s0it n un positif entier, I"équa-
tion algébrique du n-iéme degré
(3) : H, (z,a) =0
a toujours ses racines inégales,

En effet, une racine multiple de Péquation en question

sera commune & l’équation donnée et & toutes les autres

équations
Hy(x,a)=0, n—1>p=>0,

ce qui est impossible, parce que H,(z, a) est une constante.
Etudions maintenant le cas spécial oll a est une quantité
réelle et positive, nous verrons que les fonctions

Hy(2,a), Hy1(z,0), ..., Hi(z,a), Hy(z, a)

forment une suite de Sturm, ce qui donnera le théoréme

5

suivant, di & HerMITE:
II. Soit @ une quantité réelle et positive

b

Péquation algébrique du n-iéme degré
H,(z,a) =0
a toutes ses racines réelles et inégales. De plus,
les racines de cette autre équation algébrique
Hy y(z,a)=0

séparent celles de la précédente.
Soient maintenant

4y - Un, 1y An 2y - Oum
les racines, réelles et inégales, de 1’équation
) C Hy(z,1) = 0,
tandis que a désigne un nombre complexe quelconque, diffé-
rent de zéro, l'identité (13) du paragraphe 6
Hy(zVa,d) — a2 Hy(z, 1)

montrera clairement que les racines de I’équation algébrique
générale
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Hy(z,a) = 0
deviennent précisément

(6) an,]'l/as (171,2‘1/577 re ey aﬂ,n']/a;

c'est-a-dire que ces racines sont situées dans Ja ligne droite
déterminée par I’Origine et le point Va, de sorte que nous
aurons le théoréme suivant, plus général que le précédent :

HI. Soit ¢ un nombre complexe quelconque,
différent de zéro, les racines de I'équation algé-
brique ’ ‘

Hy_1(z,a) =0 .
séparent celles de cette autre équation algébrique
H,(z,a) = 0. ;
Quant aux racines (4), je dis que nous aurons toujours
(?) |t,s] < Vn(n—1), 1<s<n.
En effet, soit
z > Vn(n—1),
nous aurons
T an—2
e > 0
nl 1l{n—2)1 = 7’
r—2p+2 an—2p

p—T—2p+2)! pln—2zp)1 ~ "
ce qui donnera immédiatement
Hy(z, 1) > 0.

Cela posé, revenons maintenant 4 la formule (2) du para-
graphe précédent, savoir
(8 H, (2,06, (e = (1-F1) Fua(t,6) Gaos(z,0) - (2a),
olt @ est un nombre complexe quelconque, différent de zéro,
puis désignons par

7’n7+.1,1, Tn¥1, 2, s Tn+1,7z+1

les racines de l’éciua;t.ion algébrique |

Hypa(z,a) =10,
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nous aurons par conséquent, en vertu de (8),
9 H (ras1,6 @) G, (fui1,s @) = (20)*,
de sorte que le théoréme I1 donnera immédiatement cet
autre:

IV. Soit @ une quantité rée\.lle et positive,
I’équation algébrique du n-iéme dégré

G (z, ) = 0

a toutes ses racines réelles et inégales, et ces
racines séparent celles de I'équation algébrique
du degré n 41

‘ H,(z, af = 0.

Désignons ensuite par

(10) anfl, 1, 57&-—1, 29 « -0y b\ﬁvl, —1
les racines de l’équation algébrique du degré n—1
Gpq(z,a) =0, ‘

la formule (8) donnera de méme
H (0p,s, ) G (3n,s, @) — (2a)" 3

c’est-a-dive que les racines (10) séparent celles de Péquation
du n-iéme degré , 7
Gy (2, a) = 0.
Soit maintenant ¢ un nombre complexe quelcdnque,, dif-
férent de zéro, l'identité évidente

a1 Ca(eVa,a) — a2 Gz, 1)
donnera le théortme suivant:

V. Soit ¢ un nombre complexe quelconque, dif-
férent de zéro, I'équation algébrique du n-idme
degré

Gp(z,a) = 0
a toutes ses racines inégales, et ces racines sépa-
rent celles des deux autres équations algébriques
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&u degré n--1
Hapi(moa) =0, Gua(z,a) = 0.
- Désignons ensuite par : ’
‘ Bn,1s Bnzs ooy ;@n-,n
les racines, réelles et inégales de ’équation .
Gor, ) —0,
nous aurons par conséquent
Vnsl << Vr(n+1), 1<s<n

Remarquons encore en passant que la formule (9) don-
nera cette représentation curieuse

s=n+1 :
G o
(12) G" (Zlﬁ, CZ) = e (Hn(_'/'n-l—l, 89 a))Z. T—7¥at1,s !

olt les yna1,s sont les racines de
Hy i (z,a) = 0.

En effet, la formule (12) donnera immeédiatement
_ (2ay
Hayngs, s, @) 7 §
savoir la formule (9), de sorte que l’équation‘ algébrique (lé),
du degré n au plus, a néanmoins n—+1 racines différentes;
c’est-a-dire que 1'équation en question est une identité.

Dans le paragraphe 16 nous avons & retrouver, d’w
autre point de vue, la formule (12).

Gn (7’n+]., s a) —_



CHAPITRE I11.
Applications de la fonction exponentielle..
§ 10. Les formules d’Hermite et de M. Appell..

Les éléments de la base [a,] de la suite harmonique
formée des polynomes d’HErMITE étant déterminés par lés
expressions

Qop == ~— 3 s Qopry = 0 s

la fonction : :
o) = ay+ a0+ aya® 4. @ d
deviendra dans ce cas

(o) = e %

de sorte que la formule correspondante de M. APPELL se
présente sous la forme '

=
Q g—a%+az =2Hn(x, a) o™
n=_0 .
série qui est convergente quelles que soient les deux varia-
bles z et «. ‘ ’ : ‘
Substituons, dans (1), «i au lieu de «, il résultent ces
deux autres développements toujours convergents

(2) €% ¢os (o) =Z(_1)n Hou (2, @) o,
(3) %% gin (a x) :Z(hl)nHZn-!—l (m’ 03) agn_l_]. |

n=0
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Remarquons que la formule (1) se présente aussi dans
la forme

n=uw
o (a5 =Ze_ w2, (z, @) a”,
n=0
il est évident que le second membre de cette formule n’est
autre chose que la série de TavroR qui représente la fonc-
"tion f(z— 2aq), ol '
fl@) = ¢ "(m) = ¢ 4a,

ce qui donnera, pour une valeur quelconque de 7,

@ Dieis — (“(glc)l)nn' e~ 5 Hy(z, ),
savoir la formule que lillustre” HERMITE a prise comme
définition des polynomes H, (z, a).

Il saute aux yeux que on pourra démontrer, par la
conclusion de n & n--1, cette formule essentielle d’HurMiTE,
ce qui nous conduira précisément 4 la formule récursive (11)
du paragraphe 6 et par conséquent a l'expression explicite
de H,(z,a) indiquée dans la formule (10) du paragraphe
susdit. . . ,

De-plus, il est trés facile de déduire, & laide de (4),
une suite des résultats que nous venons de trouver relative-
ment aux polynomes «d’HIERMITE.

En premier lieu, supposons que @ soil une quantité réelle
et positive, la formule (4) montre clairement que l’equatlon
algébrique

‘H,(z,a) =0
a toutes ses racines réelles et négales.
En %econd lieu, appliquons ’identité
] n+p —aj (”‘1)1272'
Dy e ta = = (2

tirée directement de (4), la forinule de LEIBNIZ nous con-
duira immédiatement & la formule (b) du paragraphe 7.

D'fz(e—ra - Hy(z, ) ,
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Introduisohs ensuite, dans la formule en question, n—é
et p— ¢ au lieu de n et p respectivement, puis déterminons,
3 Yaide des équations linéaires-ainsi obtenues, les produits

Hy y(z, a) Hy—y (2, a)
nous trouvons précisément la formule (6) du paragraphe 7,
ce qui est une conséquence immeédiate des formules’(10) et
(19) du paragraphe 6, savoir 1'expression explicite de H,(z, @)
et le développement de 27 d’aprés les polynomes d’HerMITE,
parce que les deux systémes d’équations - linéaires ont - les
mémes coefficients numeriques. ‘

Remarquons en passant que la fonction
- i
(5) @ — 2

est intégrale partiouliére de l’équétion aux dérivées par-

tielles (23) du paragraphe 6, savoir

() 7 oy O |

satisfaite par un polynome d’Hermite H,(z,%y) quelconque.
En effet, nous trouvons directement

3

zE
ou ey

0y

tandis qu’il résulte, en vertu de‘(4),

. at
u ety
dxt - Zy ——H (x J)a ‘

ce qui nous conduira immédiatement a l’équation (6). -

Il est digne de, remarque, ce me semble, que cetite pro-
priété de la fonction u est une Gonsequence 1mmed1ate d’une
formule intégrale de LiaPTACE 1 ‘

t Théorie ana]y’mque des probabilités, p.-97—08; Par1s 1820
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§ 11.. Formules intégrales d’Hermite.
Revenons 2 la formule (4) du paragraphe 10, nous aurons
en intégrant par rapport & z

- (2 a1 - Z
Se wa H,(r, a)de = (——)—(') Dy le 1,
ou, ce qui est la méme chose,

(1) Se & Hy (2, @) do — __?n“e w0 Hy i (1, 0)

Soit ensuite f(x) une fonction, dont les n premiéres deri-
vées sont continues, l'intégration par parties donnera

2 s=n—1

\ e“g H,(z,0)f(x)de = — efﬁ . (n—s—D)1(2a)+* H, ;1 (z, a) fNz)
l + (2]31)7L ) Se_‘%:‘ 1o (z) dx.

Supposons particuliérément gue f(z) soit un polynome
entier de x d'un degré inférieur & n, puls supposons positive
la partie réelle de a, savoir

NR(a) >0
ce qui donnera par conééquent
Bl (—1—) >0,
a

nous aurons immédiatement, en vertu de (2),
. ot e
3) \ e 5 I, (2, 0) @) do — ©
Soit ensuite f(z) un polynome entier précisément du

n-iéme degré par rapport & z, savoir

0 @) = a@ tap . ta,
la formule (2) donnera de méme

oo g

oo 22
S e 4 Hy(z, a) f(z)de = a0(2a)”S e adz,
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d’oll, en vertu de la formule intégrale

+ow g2
S e sadr — Vira ,
—

bien connue de la théorie de la fonction gamma,

(5)

+ o 2? . S
R e 4 H,(z,a) [ (2)dr = ap(2a)Vira.

Dans le cas spécial

1) = Hy(@, a)

nous trouvons par conséquent, en vertu de (3) et (5),

(6) g ¢ i, (5, a) Hy(e,a)de = 0, n % p
‘—I-m_ﬁ L as PO YAYS Vr
% , .\_i, L{H. (@ a)) de = L‘in!_”,

savoir les deux formules intégrales'dﬁes 4 HERMITE; ¢’est-
a-dire que la suite des fonctions ' '
2* : ? ‘ - g
e saHy(x,a), e SuH(2,a), ... e"&H,(2,a), ...
sont, pour N(#) > 0, conformément % la terminologie de la
théorie des équations intégrales, des fonctions orthogonales.
Quant aux applications des deux formules (6) et (7),

supposons que la série infinie

== 00

®) f) = AuHa(e, 0),

n=0

multipliée par la fonetion

z® ’
e wH,(x,a),
soit intégrable terme & terme de z— —o & = oo, il

résulte, pour le coefficient général A, , cette expression
intégrale

An.

(9 : Si:(g;) e‘“f?i]{n (z,a)de = (Zﬂ%/?fi
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Appliquons par exemple la formule (1) du paragraphe 10,
nous trouvons de cebte maniére

(e Y
(10) S ox— 4{1Hn(m a)dq; — %1‘14“—&8““2,

formule qm est une conséquence immédiate de la formule
récursive (2). ‘

Il est évident qu’il existe dans la theome des polynomes
d’Hermrte une théoréme analogue & celui connu pour les
fonctions ultrasphériques P (z) !, savoir:

I. Le polynome H,(z,a) d’HErmite est le seul
poly_ﬁome du degré n par rapport & z qui satisfait
aux n-+1 conditions suivantes: ' ‘

4o o

(1) S (@) ¢ nds = (2apViza

et, en des1gnant par p un nombre entler tel que
0<pk < n—I1,

(12) \x? flz)e™ 4adx —= 03

nous supposons naturellement ER(a)>‘0.
En effet, f(z) étant du n-itme degré par rapport & @, il
existe une identité de la forme
(18) $(2) — anbla(®@, @)+ o1 Hos (3, @) . . . + aollo(w, ),
ol les coefficients a, sont des constantes.
Posons ensuite pour abréger
-+ oo P

Bo v = S 2 H.(z,a)e wudr,

nous aurons par consequent
(14) fop =0, p=<Ir
Cela posé, il résulte, en vertu de (12) et (13),

1 Voir par exemple mon Théorie des fonctions métasphériques,
p. 104—105; Paris 1911.
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apBpn g Pppi b dafpo =0, 0<p<n—1,
ce qui &onnera immédiatement o
(15) ap=10, 0<p<n—1;
de plus, nous aurons, en vertu de (11) et (13),

Bt a1 fones -+ a0 = finn = B0)VE7a ;
¢’est-a-dire que‘no'us aurons '

. an =1 .
ou, ce qﬁi est la méme chose
flz) — Hy(z )

Du reste, on voit que e polynome f(x) du degré n par
rapport & x est entierement déterminé quand les n--1 inté-
grales (11) et (12) ont des valeurs données.

§ 12. Les fonctions ultrasphériques et les polynomes
" d’Hermite,

Il est intéressant, ce me semble, que les fonctions ultra-
sphériques

I
ol 3

7(— 19 I'(vt-n—s)(2ap—2

1y @) = gy sT(n—2s)!

s=0
et les polynomes d’HERMITE sont liés par des formules inté-
grales trés simples. ‘ '

En efiet, nous aurons

Ly e
Hn(le/t,l)::0 slin—2s)1 ?

1A
ro| =

de sorte que la formule intégrale

Swe—tt""—l it — Iy), R >0,

0

donnera immédiatement
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. » 1 o _ o m .
. v, n — . Hn 2501/15,1)6 Lty ]dt,

@ P = SO ( |

ol il faut supposer

3) R (y - %) - 0.

“On voit -que la formule intégrale (2) se présente, par la
transformation ¢ == z2, dans cette autre forme

» 0

(4) Pon(z) — : S et Ho (21, 1) 12414y,
- O . .

2
()
Il est trés curieux, ce me semble, qu'il existe une
trés simple formule -inverse de celle que NOUS Venons de
développer.
En effet, prenons pOur point de depart la formule imteé-
grale de WEIERSTRASS

1 1 -
I'(y)  2x1 _Sp}ft @,

ot le chemin d’intégration commence & -—co et s’étend au-
dessous de I’axe négative en coupant la direction négative
- de I’axe imaginaire, puis 'axe positive et la direction positive
de 'axe imaginaire pour s’éloigner & — oo,

Cela posé, remarquons que la formule (1) donnera

PW( )t g E ( ])3[(uv—‘rn—s)x"—%t—v—nﬂ
2V F(J) sl(n—2s)1 ’

il résulte

(5) H(a 1) — f(”? : 5 puin (ﬁ/i‘) ¢1—r—dt,

21 W
ce qui est précisément l'inversion de (2).
Etudions maintenant la fonction

(6) fn(@, @) — % (et+iVia)y j;r (¢ —iViay
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qui joue, dans la théorie des polynomes d’HERMITE, un
réle analogue & celui des fonctions ultrasphériques.
En effet, nous aurons immédiatement, en vertu de (6),
k23 :
=3
(__1}3 2Zs(at)s n—28

fal(z, @) T @l n—m
ce qui donnera
<3
W0 Ett . (_1)5 D2s as pn—2s 1 ]
SO fn($» at) Vt:dt —5.:0 ‘m F(S—F?) H v

appliquons ensuite la formule trés connue

v 98 :

1l résulte la formule cherchée

(7) ' Hn(wv a) : 1]?77.' . S:fn (xf at) e_];tflt

qui se présente aussi dans cette autre forme

9 @
) Hy(@,0) = - - % fu(2, at®) e=t'dt.
n 0

On voit facilement que le méme procédé conduira & ces
deux autres formules intégrales

©) Hale, a) — 1/% : %wfn (% a) 1" dt,
Jo

o _2_ . w- ﬂi — L% 0
(10) Hy(z, a) = - SO fn<t ,a) et .

La formule inverse de (9) deviendra
1
iVr
Remarquons en passant que la formule intégfale (7)

donnera sans peine le développement (1) du paragraphe 10.-
Vid. Selsk. Math,-fysiske Medd. I, ¢. 4

(11) fn(e, @) =

n—1
: QH (@V7, ayett™ 2 di.
dy .
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§ 13. Sur les séries de polynomes d’Hermite.

Le nombre p défini dans le paragraphe 2 étant infini-
ment grand pour les polynomes d’HErMITE, il esi évident
que la série infinie

n == oo

7
(1) flx) = 2 Aty (2, a),
=10
ol les coefficients 4, sont des constantes, est toujours con-
vergente pourvu que

(2) o = lim sup \n]/,zTn‘

n= oo
ait une valeur finie quelconque.

Dans ce cas la série en question est absolument con-
vergente, quelle que soit la variable z, et uniformément
convergeniec pourvu que

=l < K.

L’hypothése p' = o exige des recherches ultérieures, parce
que la nature de notre série peut 8tre trés différente.

En me réservant de revenir & ce sujet dans un second
Mémoire je me bornerai & indiquer ici des conditions suffi-
santes pour la convergence de la série en question.

A cet effet, nous avons tout d’abord & démontrer le
lemme suivant: ' :

I. Supposons a4 0, nous aurons toujours la
valeur majorante '

G A -
olt '
{4) Vo= 'g‘, Y == E%:l 3

selon que n est pair ou impair.

Etudions par exemple la fonction Ha,(z,a) écrite dans
la forme
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v, Nty
Hop(x, a) = 45, (n—s)! (2s)!

5=

ou, ce qui est la méme chose,

__HWMS_GAMW”
Hs, (x’ a,) == —nl— (n———S)‘ (93}' as?

nous aurons Immédiatement

 Jal? Z nllef® el laval
i}]%t(m d)] 71 . (23)'(,1,-—5‘)’ ‘C{,[s S onl ¢ ’

ce qui est précisément la formule (3) pour une valeur paire
de I'indice, et il est évident que la fonction I, nﬂ(x a) peut
8tre traitée de la méme manidre.

Cela posé, nous avons & démontrer le théordme suivant:
II. Désignons par v le nombre défini par les

conditions (4), puls supposons que la série de
puissances

f=w

- A,z
®) Z vl

=0

ait son rayon de convergence ¢ plus grand que
|V2al, la série (1) est absolument convergente, quel
que soit z, et uniformément convergente, pourvu
que jz| < K; c’est-a-dire que f(z) est, dans ce cas,
une transcendante entidre.
En effet, soit
lV@E; <o, <o,

la série & termes constants

n:wAn Gln

v!

n=10

est absolument convergente. De plus, nous aurons, en
vertu de (3),

4%
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_ 1 4a@] 5] 273

A

A Hp(z, 2) <<

ce qui donnera certainement

A. fO'“
]An-Hf_l(x: (l) é | S' ! b
pourvu que
7 of
elvaI i -

lal
gavoir

lz| < n“/i\ log o, — | Vva|loglal,

ce qul est vrai pour des valeurs de n qui dépassent une
certaine limite, quel que soit .
Posons conformément a (1)

(6) f(x) = %—I—ala:—{—azcr —|— +anx”+
un théoréme trés connu.de WEIERSTRASS donnera immédiate-
‘ment

o = S hne

Inversement; prenons pour point de départ la transcen-
dante entiére définie par la série de puissances (6), nous
avons & démontrer le théoréme suivant:

III. Supposons que les coefficients a,dela série
de puissances (6) satisfassent & la condition, quel
que soit n,

(8) [n!an] < K",
olt £ est une quantité positive quelconque, .la
transcendante entiére f(x) est développable en
série de polynomes d’Hermite

n=0w

(‘9) : f()b) ’—-—ZA an.(xs a) »

n=">0
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série qui est absolument convergente pour une
valeur quelconque de z, et uniformément conver-
gente pourvu que:jx| < K.

En effet, appliquons la formule (19) du paragraphe 6,
il résulte, en vertu de.la définition (6),

n
& ==00

(10) 1) ~Zn' @ ( Hn_gs(m, 3).

Cela posé, ordonnons formellement, d’apreés les H,(x, a),
la série & double entrée qui figure au second membre de (10),
le coefficient A, de H,(z, a), savoir

o ) N

§=20

est, en vertu de (8), nne série absolument convergente, que!
que soit n; c’est-a-dire que la somme finie
(12) s. = AHy(2,0)+ A, H (v, 0)+ . .. + A H, (2, @)
a un sens pour une valeur quelconque de Vindice n.
De plus, nous aurons, en vertu de (10),
(13) f(’C) = Sn ‘i“vR‘n.Jl..l ‘!— Rn+2 s
olt nous avons posé pour abréger

S= 1—8

(14) Ry, _Z(mj-%)vamw( | H s a))

g=0

Posons ensuite

7 ==s
= § Hm—l»”sf.% ($ Cl),

=0

de sorte que la formule (14) se présente dans :cette autre
forme '

§ = o0

a9 o = 2, (29 st

§=0
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il résulte, en vertu de (3),

r=3g
E L L L N VT s
ud < R el gl
el = e R a ',
ol
m m—1
F=er pe g

selon que m est pair ou impair, ce qui donnera

—_— =g

[ it i 1/ pts

ul < 2 Y e
(3! — | T

d’olt & fortiori
9q | H4ts /pts
|us|<L‘——-eM/ a \‘

(2 +9)!
Cela posé, il résulte, en vertu de (15) et (8),

8

NS R ]

Hnl <o 2 G ’

§==0
oll ey =1, ey, =%, selon que m est pair ou impair, ce qui
nous conduire immédiatement au théortme susdit.
1l saute aux yeux que la formule (1) du paragraphe 10
=

(16) ers = E H,{x, a) ex® gn

n=0
est une conséquence immeédiate du théordme que nous
venons de démontrer.

Etudions, comme premitre application de la formule (16),
la fonetion

P=x

(7 Pl = > i,

p=0
qui joue un réle dans la théorie de la fonction gamma, nous
aurons tout d’abord la représentation intégrale

1
(18) Pz, ) :S e u-1da,  R(s) > 0.
0
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Cela posé, multiplions par o~ la formule (16), puis mté-
grons par rapport & a de ¢ =0 & a =1, il résulte le déve-
loppement curieux

n=aw

19) . Pz, u)——fl ZF( vrn Hn(x a).

n=0Q

Comme seconde application de la formule (16) nous avons
4 développer la fonection cylindrique de premiére espéce

’§i<1v(YW*

(20) I = é}/ W T n+1)°

Prenons pour point de départ la formule intégrale de
BesseL

fx\” i
e B 1
(21) J(x)= —\(2*1 1 S cos (x sin ¢) (sing)*de, R{)>—"9"
/
nous aurons, en vertu de la formule (2) du paragraphe 10,

Nn=aw

@) Men) = (3) D VARG,

=0

ol nous avons posé pour abréger

1 —m(_.l)?p(n+p+ )a;pay+2n+zp
V= pUTGTnEp)

23) A, —

On voit du reste que toutes les fonctions étudiées dans
les paragraphes 17, 18, 19, 20 de mon Traité sur les fonctions
. eylindriques nous conduviront & des résultats analogues.
Remarquons encore que la série toujours convergente

(24) S = W Horan(, 6)
g (sl

se transforme dans celle-ci
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: § == oy pts
1+ 25 ?” R
(29) g 2 (nl—l— 25)! ( 7 ) 7T (@Vaa).

Nous nous bornerons a ces indications sur le développement
d'une fonction donnée en: série de polynomes d'HermiTE,
en remarquant expressément que ces polynomes sont, de ce
point de vue, d’un caractére trés inaccessible, parce que les
coefficients de la série en question, obtenus méme pour une
fonction trés simple, deviennent assez compliqués.

§ 14. Développements &lémentaires.

Soit [fn (), as] une suite harmonique quelconque, le déve-
loppement (19) du paragraphe 6 ‘

< ‘_'l .
(1) - E A Hy s(z, )
s=0 )
nous permet de déterminer les coefficients A, (a) de l'identité
P="n
B A0 =D @ ),

mentionnée dans le théortme I du paragraphe 1.
En effet, exprimons, en vertu de (1), tous les termes de
B £ N ’
§="n

il résulte

A

P
2

2

' T los OF
@ e = D e

s=0
de sorte que les 4 (a) satisfont & la condition
(5) Dadp(@) = Aps(@), pz2,

tandis que A,(a) et A,(a) sont des constantes par rappoft a a.
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<
-

Soit par exemple
Uy = 1,’
ce qui nous conduira & la suite harmonique étudiée dans le
paragraphe 3, savoir ]

% /En—l

posons pour abréger
—1
HUp = 12) » Hp — pT’
selon que p est pair ou impair, il résulte le développement
P=n »
(7 ’ en(x) = S e#p_(a) H, (x, a)
=0
Dans le paragraphe 6 nous avons déji indiqué quelques’

développements de ce genre, savoir la- formule (18) que
nous écrivons dans la forme '

<z

(8 H,(z, b) —2 (a— b> H,z_mx a),

g§=10

tandis que la formule (14) du paragraphe susdit donnera,
pour la premiére différence de H,(x,a), cette expression
générale

. N1 .
(9 Hy(z;a) — Hy(z—1,0) = <1 H, s(x,a), n>1.

s=1

Etudions encore les fonctions de BERNOULLI .considérées
dans le paragraphe 4, 'expression générale

<£

) i ;1 n—=2s
o ﬂ” _1— 1 (— 1) B,z
10) Bu(@) = 5+ 1) T 2 (21 (n— 23)

donnera le développ emer_lt
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8 ==

(11) B, () = E bs(a) O, _s{(x, a),
oll e

J by(e) = 1
(12) ar szp(__l)é‘—]B ar—s

by = — A T8 : >1,
l ® 7 pl *28_1 @)l st =
1 »

(13)  bopra— 5 - %! .

Remarquons que le caractére inaccessible des polynomes
d’HERMITE se présente aussi clairement dans ces développe-
ments élémentaires,

En effet, je ne connais que les développements donnés
dans les formules (7), (8), (9), dont les coefficients sont d’une
forme simple.

Soit, dang (1), » un nombre pair, puis écrivons la formule
susdite dans cette forme

xrn
@7 *Z

le développement

) 2n—‘2p
2n~9p —p

) Hzn—zp (T, a) s

(22:2}7) Hop 2y (2, a) S(Hl) (8a Hyps(a, a})2

tiré directemant de la formule (5) du paragraphe 7, donnera

§=1%

Z —1y R
(14) ( (2a n s( A8 (.l’, a')) »

8==0

ol les coefficients A, , sont & déterminer par les expressions
(1:)) [/117,,0 = pl

S=p

(16) Ay, = 2!+ E (—1)8(5)(71—3)1(2;@ 1) @n—3)... (2n—2s1).

§=—=1
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Différentions ensuite par rapport & z lidentité (14), il
résulte le développement analogue -d’une puissance impaire
de =z, savoir

&=

1
2n—1 1\ s )
(17) (:7_]]| = 2 L'%E)—An,sgn—s(xa @) Hy—s-1(z, a).
s=0

On voit que les formules (14) og (17) nous permettent
d’&tudier les séries de produits de deux polynomes d’HERMITE.
Or, il est évident que ces séries deviennent beaucoup plus
-compliquées que celles que nous venons d’étudier.




CHAPITRE 1V.

Les fonctions de seconde espéce.

§ 15. Intégration d’une équation aux différences finies.

Revenons maintenant & Péquation aux différences finies
(1) 2ayy—2(x, @) — xY,—1 (x, @) + vy, (r, @) = 0,
que nous avons étudiée dans le paragraphe 7 comme une
généralisation de celle satisfaite par H,(z, ).

Quant 4 P'intégration de I'équation susdite, nous cherchons
tout d’abord une solution qui satisfasse aussi & la condition
ulbérieure
(2) Day e, a) = y,1(z,a);
c’est-a-dire qu’il s'agit évidemment d’intégrer 1’équation dif-
férentielle homogeéne et linéaire du second ordre
(3) 2ay’ —ay +vy = 0.

Posons comme ordinairement
pP=ow
E L0 2
y = 6127 X 2
p=0

il résulte la formule récarsive
(4) 2e(p+2)(p+2p—1)e, = (p+2p—2—V)Cpa,
tandis que l'exposant p est & détermincr comme. racine de
I'équation quadratique

plp—1) =0,
ce qui donnera
(5) p=20, p—=1
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Soit, en premier lieu, p = 0, la formule (4) donnera

i, v
)
P 2p(2p—1) a ’

N

ce qui nous conduira & supposer

et. nous trouvons dans ce cas, comme intégrale particuliére
de I’équation différentielle (3), la transcendante entiére dé z

§ =00 F v
’ §— ° r2s

(6) i, a) = e e PIE

s=0

Quant & la seconde des racines (b), savoir p = 1, I'hypo-

thise .
r(—=)
T
a 2

Cy =

donnera cette autre intégrale particulitre de P’équation susdite

e:boo { 1—U
: ) ; 7F(3—§——2 ) 2641
() ol a) =Z e @D

§=0

Remarquons que les deux intégrales particulieres j”(x,a)
et K (z,0) sont toujours indépendantes, nous avons en tout
cas l'intégrale compléte de I'équation différentielle (3), tandis
que Pintégration de I'équation aux différences finies (1) exige
encore une solution de V’équation fonctionnelle (2). '

Or, il saute aux yeux que les deux transcendantes j*(z, a),.
k*(x, a) satisfont aux relations

g { D. (@ @) — B, )
® Dk (2, @) = Pz, a),

savoir
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© { D5 (0,0) = (0,0
DiK' (2, a) = k" *(z, a),
de plus, nous aurdns
Di’(x,a) = —j" (2, d
10 { zv( ) 7 )
Dk (z,0) = —kE "z, q);
¢’est-a-dire que les deux transcehdantes entitres de = j¥(z, )
et &”(x,y) sont des intégrales particuliéres de ’équation aux
dérivées partielles (23) du paragraphe 6 et (6) du paragraphe
10, savoir '
2 du
(11) T ey = O
Quant & l'intégration de I'équation aux différences finies (1),
NoUs POSONs
(12 K@) = 40,0 (@6 + 40,0k (@ a),
de sorte que nous avons A déterminer les deux coefficients
ay(v,a) et B, (v, a) tels que K!(x, a) satisfait & la condition
(2), ce qui donnera immédiatement, en vertu de (8),
w,(v—1,0) = B, (v,a), B,0—1,a)=0a,(v,a);
c’est-a-dire que ¢, (v, @) doit &re une fonetion périodique
de v en ayant la période additive 2, savoir
(13) o, (v+-2, a) = o, (v, a).
Cela posé, il est évident que la fonction Kj (%, a) se pré-
sente sous la forme
(14) K{(z,a) = a,(v,0) " (%, @) + a,—1, )k’ (2, a).

_ Soit ensuibe
(18)  Ki(w,a0) = 0y(v,0) ] (x, @) + o, (v—1,a) k" (, @)

. " v .
une fonction du méme genre que Kj(z,a), savoir

(16) ay (vt 2, a) — a,(v, a),

la solution la plus générale y,(x, ¢) de 'équation aux diffé-
rences finies (1) se présente sous la forme
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17 y,(x,0) = A, (v, x,a) Ki(r, a) + 4, (v, 2, a) Ka(, ),
olt les coefficients A, (v, z, a) et A4,(v, 2, @) sont des fonctions
périodiques de v, en ayant la période additive -+1, mais
étant quelcongues du reste.

Introduisons maintenant, dans (17), les expressions de
Ki(z,a) et de Ka(z,a) tirées des formules (14) et (15), il
résulte finalement

18 y,(z,a) = B(y,x,a) ] (»,a) +B(—1,z 0k (z,qa),
oll nous avons posé pour abréger
(19 B(v,z,0) — A (v, z,a) o, (v, &) + 4, (v, 2, @) a,(v, q).
Cela posé, revenons & léquation différentielle (3), son
déterminant fonctionnel se présente dans la forme
kY (x, a) Bz, a) — ¥ (@, @) 1" (>, @) = Ke_f_;,

ol K désigne une constante par rapport & x, dont Ia valeur
est facile & déterminer.

En eflet, posons =20, il résulte
K — =0, 0,0) — — 22"

d’oll, en vertu d'une formule bien connue,

y—4 3
B PO N ) L
K 27V D) = Py sin e
ce qui donnera finalement

v—34 g s
@0) ¥z, &) ¥z, &) — (2, 0) 7 (3, 0) = —}Q(“)T)(fg)_[ e
ol nous supposons naturellement que le paramétre v ne soit
pas égal & un nombre entier, cas particulier que nous avons
4 étudier dans le paragraphe suivant.
Pour développer une autre propriété fondamentale des
deux transcendantes entiéres de z j*(z, @) et k*(x, ), nous
avons a ébudier cette autre équation différentielle




64 NikLs NIELSEN,

(21) _ 2ay'—uay —vy =0, »
qui a ev1demment les deux intégrales particuliéres
(22) =77 a, yy=Fk"(a).
Appliquons ensuite la transformation
y — iz,

un simple caleul donnera, en vertu de (21),
(23) : 202" + az — (y—1)z — 0,
d’ol1, en posant —a au lieu de a,

20z —xz'+ (v—=1)z =10

c’est-a-dire que 1’équation dlﬁerentlelle (23) a ces deux inté-
grales particulitres

(24) z, =" Y w,—a), z,=K"1(z,—a).

Cela posé, la forme méme des quatre intégrales parti-
culidres en question donnera 1mmed1atement des identités
de la forme

—v—1

e i (@, q) = Aj 7z, —a),

efil‘a]c”(ur, a) = B (z, —a),

ol A et B sont des constantes par rapport & », qui sonl
faciles & determmer
En effet, posons @ — 0, nous aurons, en vertu de (6}’
et (7),
' v+1

o r(-—g—) 0t — AJ’(HQ”) (—a)~ 7,
PP e 5ot

posons ensuite généralement

(1) — er=,

puis apphquons les formules
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I'@) I(1l—z) — sinnrcw ’
x ].+SU =1 =
r(g)r(57)e = vare,
il résulte finalement
y—1_ _
(25) e‘fﬂj”(m, g — &7 (2a)Vza i —a)
[(r+1)sin?f
26) e Bk (na) — STCVa o

I'(v-+1)cos

Dans le paragraphe suivant nous avons & étudier plus
amplement le cas particulier exclu, oll » est supposé égal &
un nombre entier,

§ 16. Les fonctions d’Hermite de seconde espéce.

Les deux équations fonctionnelles
Dy H, (x,a) — Hy q (2, 0a),
nHy(z, a) = xHy (2, a) — 2a H, »(x, a)
que nous avons prises comme définition des polynomes
d’HermitE, combinées par les deux valeurs initiales
Hy(x,a) =1, H (x,0)=u=,
montrent clairement que le polynome
y = H,(z, a)

est intégrale particulidre de l’équation différentielle 1iﬁéaire
et homogéne du second ordre
M 2ay" —ay' +ny =0,

savoir le cas spécial exclu de I'équation générale (3) du para-

graphe 15, ce qui nous conduira 3 représenter les H,(, a)

comme des valeurs limites des j”(x. a) et des %”(x, a).
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. I, o 5
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Nous trouvons immédiatement

sin%
(2) lim — = (2, @) = (—1)" " Haul, @),

y=2 7

cos%r
(3) lim ¥z, a) — (—1)" Honys (2, a)-
y=2n+t1 T )

Quant a la seconde intégrale particulidre de (1), posons

(4) ‘/’/% kA (x,a) = hoy(x, ),

() \/% SjEN(x, ) = hopyr (2, @),

nous aurons les séries de puissances toujours convergentes

(6) Fion (2, @) —Z Shn—’_ ) .:a;‘zs—kl

pp @ (2s+1)1 7,

S

F(S_.VZ.—%) r2s

o Vre @

et il saute aux yeux que les coefficients numériques de ces
deux séries de puissances sont des nombres rationnels.

Dans ce qui suit nous désignons comme fonctions d’Hug-
miTe de seconde espiee les transcendantes entidres A, (z, a),
ce qui est conforme aux définitions des fomctions sphériques
de seconde espece.

Il est évident que les fonctions d’Hermire de seconde
espece satisfont & I’équation fonctionnelle

(8) Dy bn (v, a) — v (7, @), nz1;

c’est-a-dire que I'équation difiérentielle (1) se transforme en
cette équation aux différences finies

(9)  nhp(x,a) = 2hy-a1(x, 0)— 20k, s(zv,0), n>2,

(0 hont1 (@, @) =

analogue & celle connue pour les polynomes d’HErMITE.
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Cela posé, les formules générales (3) et (4) du paragraphe 7
donnent pour les fonctions d’Hermite de seconde espéce

+ \C(—1)° (2)°

(10) (n ,ll p) k?t—}—p (#,0) = ()s# Hﬂ~s‘(w: @) hp—s(2, a),
§=n R B

(1) Haw, @) by (@,0) = @0 (" TP %) by (o 0,
s=0

olt il faut supposer p > n; les cas les plus intéressants de

ces formules, savoir p = n, p = n-+1, sont évidents.

Quant au déterminant fonctionnel de Déquation diffé-
rentielle (1), la formule (20) du paragraphe 15 donnera, en
vertu des définitions (2), (3), (4), (B),

20" =
e,z

(12)  H,(x, ) hp(x,a) — Hp(z,a) by (2, 0) —

formule qui est applicable pour n > 0; soit »>1, la for-
mule en question se présente aussi dans cette autre forme
 @a)

(13) H,(r,a) hoq(,0) — Ho 1 (z,a) hu{z,a) — R

Cela posé, il est évident que la formule (12) donnera
pour n=10
(14) Fo(x, @) — eta,
de sorte que la fonction 7,(x,a) n’est autre chose que la
transcendante de Kramp, savoir

(15) o (5, 0) = \ edads,

“0
et il saute aux yeux, en vertu de (8), que la fonction géné-
rale de seconde espéce A.(x,a) peut &tre obtenue en inté-
grant n fois par rapport & z la transcendante de Kramp.
Appliquons maintenant 1'équation (13), nous aurons suc-

cessivement, en posant n=1, 2, ..., les expressions suivantes
5*
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22
hi(x, a) = xho(x, a) —2aeta ,
mz

ha(x, a) = (%—a) ho (, @) — aw e

ce qui nous conduira & la formule générale

L e x

(16) hy(z, ) = H,(x, a)\ e4udx—2—Gn_1(x ayedn , n=>1,

o les G,(x,a) sont les polynomes étudiés dans le para-
graphe 8. '

En effet, on voit immédiatement que la formule (16) est
vrale pour n —1,2,...; introduisons ensuite dans (13} les
expressions des trois fonctions du second espéce tirées de (16),
nous trouvons précisément la formule (2) du paragraphe 8,
savoir la définition des G, (z, a).

Il est évident que la formule (16) est analogue a celle
qui exprime la fonction sphérique générale de seconde espéce.?
On voit du reste que la formule (16) est entiérement diffé-
rente de celle étudiée par LAGUERRE.?

Différentions maintenant par rapport a x la formule (16),
puis appliquons les identités

D, H,(x,a) = H, 1(z,a), Dyh,(z,a) = hya(z,a),
il résulte
2aG_y (2, 0) + 2Gu(z, @) — n! H,(x,a) + 2anG, s (z, a),

d’oli, en éliminant, en vertu de la formule (2) du para-
graphe 8, savoir

H, (2, a) Gni(z,0) = an(LE, a) Gy s (z, a') + (2ay—1,
la fonction G,_g, il résulte pour G, ;(z, @) celte éqliation

1 Voir par exemple Hrine, Handbuch der Kugelfunktionen, t. I,
p- 141 ; Berlin 1878.

2 Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, p. 12—16;
1879. (Buvres, t. I, p. 416—419.
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différentielle et non-homogéne du premier ordre

Or, cette équation différentielle’ qui est facile & intégrer
ne donne aucune expression simple du polynome G,(z, a).

En effet, intégrons comme ordinairement I’équation en
question, il résulte

2 n!(* %z (o1 eg
(18) Gu(®, @) — e @ H,(z, a)(% Soe dz — (2a) Sfﬂnw—cof d:c).

Posons ensuite, dans Iéquation différentielle (1),
y = H,(z, a)Szdx,

il résulte pour la fonetion de seconde espece

2

(Y &
19 ez 0) = 22 (@, “l& e
n! J (H(z, @)
Décomposons maintenant la fraction
1 .
(Ha (z, a)ﬁ)-2 ’

puis intégrons par parties la seconde expression qui figure
au second membre de (18), nous retrouvons, pour G, (z, a),
lexpression curieuse indiquée dans la formule (12) du para-
graphe 9. )

Revenons maintenant & I’équation différentielle d"HrrurTE,
savoir Péquation (1) du paragraphe présent, puis différentions
(n-+p) fois par rapport & z, il résulte

(20) 203" —axz' —pz—0, p=>0,
oll nous avons posé pour abréger
(21) z == ytn,

Or, Péquation différentielle ainsi obtenue étant de la
méme forme que 'équation (21) du paragraphe 15, nous

X

avons des 3 présent ces deux intégrales particulidres
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el ki
%) == edu 112)71 (l‘, —*d) y | g == €4z hp—l (xy "ha/) s
ce qui donnera une identité de la forme
7+p+1 = | “ g
Dy ho(x, @) = D} eta = Keda Hy(x,—a),

olt K est une constante; c'est-d-dire que nous venons de
retrouver la formule différentielle d’Hermrre (4) du -para-
graphe 10.

§ 17. Sur une intégrale définie.

Supposons que la variable « ne soit pas réelle, puis sup-
posons
(1) R(a) >0,

il est évident que Vintégrale deéfinie

1 +0°7E2, )
(2) ' (z,a) = ToED S e ta(z—1)"dt

— D

a un sens quel que soit I'exposant v, tandis que I'existence
de la fonction z¥(r,a) exige que » ne soit pas égal & un
négatif entier. ’

Supposons encore
(3) Ry) > —1,
il est évident que lintégrale en question existe aussi pour
des valeurs réelles de x. Q

‘Revenons maintenant au cas général, ou la variable
n’est pas supposée réelle, il est évident que la fonetion z* (z, @)
satisfait 4 l'équation fonctionnelle

4) Daz¥(x, a) = zv~'(z, a).
De plus, Iidentité évidente

(x—t)Y = x(@z— ) —t(x-—1) "
donnera

o 2
[ - rﬂ(x‘_“t)ybAl Zdl 3

vz’ (x, @) — xDyz” (, a)_TlT)) \
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de sorte que nous aurons, en intégrant par parties, pour le
fonction /
32 =17z"(z, @)

cette équation différentielle linéaire et homogine du second
ordre
) 27" +22 — vz =10,
obtenue de I'équation (3) du paragraphe 15 en y changeant
le signe de a.

Remarquons maintenant que la fonetion z*(z, @) satisfait
a la condition (4), il résulte par conséquent une expression
de la forme '
(6) 2z, a) = a(y,a)j”(x,—a) + a(v—1, a) k¥ (x, —a),
ol a(v, @) désigne une fonction périodique de v, en ayant la
période additive 2, savoir

a(v+2,a) = a(y,a).

Quant & la détermination de «(», @), posons dans (6)
x =10, 1l résulte

(7) ZV(O: Cl) = a(”? (,Z) ].V (OJ -—‘d).
Posons ensuite pour fixer les idées
(=P — e,

la formule (7) donnera, en vertu de (2),

y i 1 S+°° &
I yovmi o (e YV
(v, @) 1( g)az F = T ) e,
ou bien, aprés une légtre transformation,
. U P 2
T PR 1+a“_& v
a(v,a)T( 2)a262 R EoES)) °0e t*dt,

ce qui donnera, en vertu de la formule intégrale

O g vt ,
% e wt’dt — ZVaTF(l—i_J). Ry) > —1,

I.O 2

bien connue de la théorie de la fonction gamma,
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2+l g F( +l) cos%
O

a(yv, a) F(ﬁg) =
Appliquons -ensuite les identités

Va [(v=+1) — 1"(”7;1)r(%+1) 2

reg)r(=3) - ==

81 —5-

2

(v,a) = — \/ — sin vz,

ce qui donnera ﬁnalement

il résulte

1

oo £
ToFD S_m“““ (x—1t)"dt = \/ ~sm vr (k’(x —a) — ¥ (z, —a))

Soit particulidrement v égal & un entier non négatif, savoir
v—=rn,
il résulte, en vertu des formules (2) et (3) du paragrapbe

précédent,
-+ o te

) B2, —a) = ,%V% S e 4a(v—1)"dt,

— o
formule qui est applicable pour une valeur quelconque de
la variable =z,
Revenons maintenant & la formule générale (8), puis in-

troduisons —v & la place de v, il résulte aprés une légére
modification

-+ o 12 .
VN
(O)Su S T VR e =i —a),

Cela posé, nous avons a4 étudier Vintégrale définie

T @
tZ
n! H,(t,a)e 4
1) Ky(z,a) — . ’ i,
(11) 8 = o Vira S T—1
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ou la variable z ne doit jamais étre réelle; la formule récur-
sive (2) du paragraphe 11 donnera immédiatement

e g

! e fadt
12 Ko(z,a) = = . '
(2 (% a) Viza \ (x—"

d’olt, en vertu de (10),
1 n o
(13)  Ku(x,a) — %( Yo, —a) —E " (=, —a)).

La formule (12) nous fournit un simple moyen pour dé-
velopper en série asymptotique la fonction K,(z,a).

A cet effet, prenons pour point de départ I'identité évi-
dente

1 1 AL L

ir
= -+ —+t5+... —
x—1 xr bt gt et x +.’L"(f1:—~t) ’

différentions ensuite n fois par rapport a ¢, un simple ealcul
donnera cette autre identité

8= r—n-—1
] nis) v 1 Z gr—n-to
0 = 2 () w2 (L) e

Posons ensuite dans (14) m = n-tr, puis introduisons
dans (12) D’expression ainsi obtenue, il résulte, en vertu des
formules intégrales que nous venons d’appliquer,

<m1

(15) (@0 -—Z(’;Tﬁ;j + Rala),

s=0

olt nous avons posé pour abréger

' s§=mn Tewv;? £m+s
n! m—n) \°_ "' g
P = =
s= -
c’est-a-dire que nous avons tout d’abord & étudier une inté-
grale de la forme
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S + o Co
3 ® :
1 17 2 __1\?
A7 Ly =\ """ g —\ 5 (— LI 1)v)t”dt,
@—p? 3 Ne—pt @
olt p et g sont des positifs entiers, tandis que la variable z

ne doit jamais étre réelle.
A cet effet, posons tout d’abord

a=a+iff, >0,

il résulte

_t?“ I ¢
‘ ‘ = e a*+FY < e %0l

(18)
posons ensuite

r=pe¥ OFpm,
nous aurons

|x—1¢|? = t*4p*— 2tp cosf = (t- p)*— 4,otoos2g,

de sorte que I'inégalité évidente
(F+p)* = 4pt
donnera immédiatement

lx—1t|* = (t+p)? singr—g- > o'sin? g

Remplagons ensuite, dans I'inégalit¢ que nous venons
d’obtenir, x par —z, savoir # par ¢4 7, mous aurons
de méme

|zt ;pzcosi"%.

Cela posé, il résulte, en vertu de (17) et (18),
2

IM<Lq( la*ﬁ‘ .10 q)'ge—@ﬁdt,
o ‘cos—gfj ]sm§! .

ou, ce qui est la méme chose,

" 'Ip’”’<§(1oo§iig+ysi:‘ﬂa)[’(“l)‘aﬁ%
2 2

/o
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Remarquons maintenant que la formule (16) donnera

s==p

|Rm(5”)‘ L e 2 ( . )[]m+s s+10
P Vazg: A \T

nous aurons évidemment

Buto)] < T (W)l

ol = désigne une quantité positive qui 8’évanouira quand
nous faisons croitre au deld de toute limite o = |x|.
Appliquons ensuite la formule (19), il résulte finalement

(20) IRm(x)|<——(ﬂ2M( 1FT+‘ 10) r(m§) a3

o™+t 1/77_. L00s sin —-
/ .

2 2

c’est-d-dire que nous venons de démontrer le théortme
suivant :

I. Supposons que la variable = ne soit pas
réelle, nous aurons la série asymptotique
<3’Fi—l

1 s
@) Ku(w,a) ~ (’;%ﬂ#? % (a) = 0,

s=10
dont le terme de reste est déterminé & I’aide de
la formule (20).
Il saute aux yeux que la formule (20) donnera immédiate-
ment cet autre théoréme:
II. Supposons

(22) x=|z[e¥, zm—a>|0]>a>0, R(a)>0,
la fonction transcendante K,(z,a) convergera, quel
que soit I’indice n, uniformément 3 zéro-quand
nous faisons croitre au deld de toute limite |2|.

Posons maintenant, d’un point de vue formel, sans ques-
tion sur la convergence,

(23) = T

n

1 YK(y,a)H(%a)
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puis appliquons formellement la formule (9) du paragraphe
11, nous verrons que K,(y,a) se détermine & I'aide de la -
formule intégrale obtenue de (11) en posant y & la place
de z; c'est-d-dire que le coefficient K,(y, ) est défini,
pourvu que y ne soit pas réel.

Appliquons ensuite la formule (11) du paragraphe 13,
nous trouvons la série divergente ‘

(24) Koty o) —2 e L

n—'—23+1 !

obtenue de la série asymptotique (21) en y faisant croitre
au deld de toute limite .m, puis remplagant x par y; c’est-
a-dire qu’un développement de la forme (23) n'existe pas.
Cela posé, il est évident que la méthode classique, in-
ventée par CH. NEUMANN, et appliquée par l'illustre géométre
pour développer une fonction analytique en séries des fon-
tions sphériques ou des fonctions cylindriques, n’est pas
applicable dans les recherches sur la possibilité de développer
une fonction analytique en série de polynomes d’HErMITE.

§ 18. Sur le produit de deux fonctions d’Hermite.

Soient y et z des intégrales quelconques des équations
différentielles d’Hrryre

N__i ) ¢ ”A,i ' y._
() 0g¥ T oy =0, #—g,7tg2=0,
nous avons & étudier le produit
U= yz.

A cet effet, nous aurons en différentiant deux fois par
rapport & x :
ull . y”z + z”y _{_ 2ylzl ,
d’oll, en vertu de (1),

(2) - g;;iu = 27,
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Différentions encore une fois par rapport & = cette der-
niére identité, le méme procédé donnera

X Su-tv 2x t—
@ __ _#_____ v At ~L___ '
w %a " w' - 2a u OLyzﬁ'L a 7%

d’oli en éliminant, & 'aide de (2), le produit ¥’z

3:0 , 3u+yv—1 , (u v)x p—v _,
R A = + Y
S ( 2a? ) B a 7%

Soit particulitrement p = v, nous aurons par conséquent
le théoréme suivant:

I. Le produit de deux intégrales quelconques
de I’équation différentielle
2ay"'— vy 4 py = 0
est toujours intégrale de cette équation différen-
tielle homogeéne et linéaire du troisiéme ordre

(4) 2a%*u" — 3axu’ + (:c? +a(dp—1))u'—2uxu = 0.

Quant au cas général, o g et » sont différents entre
eux, nous avons & différentier encore une fois par rapport
" & x Pidentité (3), ce qui donnera, en vertu de (1),

3z 3,u~|—u—4 ' ,u+v—2 R
4y (3) | -1z =

plp—y)—(uty) (#~V) #
+ V2 e 2+

Eliminons ensuite, ea vertu de (2) et (3), les deux pro-
duits y'z et y'z, il résulte cet autre théoréme:

II. Scient y et z des intégrales quelconques
des équations (1), le produit -
n=yz

est toujours intégrale de cette équation différen-
tielle linéaire et homogeéne du quatriéme ordre
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4ab u® — 8a> zu® - (527 +-da(p+v— 2))u" —
(5)
— ((64-4v—6) aat-0%)u'+- (((u—)P—2 (ut0) @t (utv) o u = 0.
On voit que ces résultats obtenus pour le produit de
deux foncltions d’HermiTE sont parfaitement analogues ‘&
ceux connus pour le produit de deux fonctions méta-
sphériques.
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